
Theory of EM algorithm 
Reference to the book “Pattern Recognition and Machine Learning” by C. M. Bishop. 
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By examining  ( )pqKL ||   which is a Kullback–Leibler divergence of two distributions, 
we find out  ( )θ,qL   is always a lower bound of our objective function  ( )θ|ln Χp !   
 
Specifically,  ( ) 0|| ≥pqKL   and equality occurs iff  qp = , and we prove it as follows. 
We first note that  xln   is a strictly concave function. 
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No matter how we chose the distribution  ( )zq , (1) always holds. So if we set 
( ) ( )θ,| Χ= zpzq , then we have  ( ) ( )θθ ,|ln qLp =Χ . 

 

Let we have a previously estimated parameters  oldθ . From (1) we have 
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If we set  ( ) ( )oldzpzq θ,|* Χ= . We have
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Setting  ( )θθ
θ

*,maxarg qLnew = . We have a new lower bound  ( ) ( )oldnew qLqL θθ *,*, ≥ . 

And we have the following relation: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )newnewnewoldold ppqKLqLqLqLp θθθθθ |ln||**,*,*,|ln Χ=+≤≤=Χ . 

newθ   increases the objective function now! Again, setting  ( )newzpq θ,|' Χ=   and 

maximizing  ( )θ,'qL , we could have a sequence of non‐decreasing objective function 
values. 
 
We conclude two main steps here: 

(1) E‐step: Setting  ( ) ( )oldzpzq θ,|* Χ=   which induces to the lower bound 
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(2) M‐step:   
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An alternative interpretation of M‐step is finding the parameters that maximize the 
complete data log‐likelihood under the expectation of missing variables. 
 

 



 

 

Maximum a posterior could also be achieved by EM. To see this, we note that 
( ) ( ) ( ) ( )Χ−+Χ=Χ pppp lnln|ln|ln θθθ , so we have 
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The only difference of MAP EM and ML EM is that the M‐step is involved maximizing 
( ) ( )θθ pqL ln, +  

Also in practice, we usually have multiple observations { }Nxx ...1=Χ . The EM 

algorithm leads to maximize  ( ) ( ) ( )∑∏ ==Χ
i ii i xpxpp θθθ |ln|ln|ln . So we 

adopt EM for each observation  ( )θ|ln ixp , and the whole EM cycle is the same as 

before except we have a summation for all observations from the outside. 


